Strutture Algebriche
	Definizione

  


La piu' semplice:

  
La struttura 


  Elemento neutro
	  Elemento inverso

  Struttura associativa

  Struttura commutativa

  Struttura distributiva


Definizione 

Si dice struttura algebrica  un insieme totalmente ordinato i cui elementi siano insiemi, operazioni su essi e relazioni su essi o fra essi (in particolare applicazioni).
Operazioni su un insieme:

Operazione binaria interna 

Si dice operazione binaria interna su un insieme A una qualunque applicazione f definita sul prodotto cartesiano [image: image2.png]Ax A



a valori in A:

[image: image3.png]f:AxA— A




Quando si usa la sola parola "operazione", si intende generalmente indicare un' operazione binaria interna, a meno che il contesto del discorso non richieda altrimenti

Operazione esterna 

Si dice operazione esterna a sinistra su un insieme A e a coefficienti in un insieme K una qualunque applicazione f definita sul prodotto cartesiano [image: image4.png]KxA



a valori in A: 

[image: image5.png]f

KxA —s A





K si dice insieme dei coefficienti
Si dice operazione esterna a destra su un insieme A e a coefficienti in un insieme K una qualunque applicazione f definita sul prodotto cartesiano [image: image6.png]AxK



a valori in A: 

[image: image7.png]f:AxK —s A





K si dice insieme dei coefficienti
La piu' semplice:[image: image8.png]


 

Se A e' un insieme e [image: image9.png]


e' un' operazione su A, la coppia [image: image10.png]


e' una struttura algebrica
La struttura [image: image11.png]




Se A e' un insieme e [image: image12.png]


 , [image: image13.png]


 sono operazioni su A, la terna [image: image14.png]


e' una struttura algebrica.
Elemento neutro 

Sia [image: image15.png]




 HYPERLINK "http://www.dm.unibo.it/matematica/AlgebraLineare/diz2/stralg.htm" \l "ati" la struttura vista. Si dice che essa e' dotata di elemento neutro (o unita') se esiste un elemento [image: image16.png]


tale che 

[image: image17.png]¥ach, ula=alu






Tale elemento, se esiste, e' detto elemento unita' o elemento neutro.
Si puo' dimostrare che se una struttura algebrica [image: image18.png]


e' dotata di elemento neutro questo e' unico.
Elemento inverso 

Data una struttura algebrica [image: image19.png]


dotata di elemento neutro u, si dice che un elemento [image: image20.png]


e' invertibile se esiste un elemento [image: image21.png]aeh



tale che 

[image: image22.png]ala =ala




a' , se esiste , e' detto inverso o reciproco di a.

Struttura associativa 

Si dice che una struttura algebrica [image: image23.png]


, e' associativa , o che l'operazione [image: image24.png]


gode della proprieta' associativa , se vale: 

[image: image25.png]



Struttura commutativa 

Si dice che una struttura algebrica [image: image26.png]


, e' commutativa , o che l'operazione [image: image27.png]


gode della proprieta' commutativa , se vale: 

[image: image28.png]¥abeh alb=bla




Struttura distributiva 

Sia data una struttura algebrica [image: image29.png]


. Si dice che la seconda operazione [image: image30.png]


gode della proprieta' distributiva rispetto alla prima operazione [image: image31.png]


se [image: image32.png]¥ab,ceh



valgono le due seguenti uguaglianze: 

· [image: image33.png]ax(blc)

(a*xb)l{a*c)



      proprieta' distributiva a sinistra 

· [image: image34.png](alb)sc=(axc)l(bxc)



      proprieta' distributiva a destra 

Altra definizione di Struttura Algebrica (gruppo):

Dato un insieme A una operazione binaria interna è una legge che ad ogni coppia del prodotto cartesiano AxA fa corrispondere univocamente un elemento di A.

Un insieme A e un'operazione interna * definita su di esso formano una struttura algebrica (A;*).

Una struttura (A;*) è associativa se per ogni terna di elementi a, b, c di A

(a*b)*c=a*(b*c).

Se una struttura (A;*) possiede un elemento z tale, che per ogni elemento a di A, z*a=a*z=a, z è detto elemento neutro.

In questo caso si dice che la struttura è un monoide.

Se in un monoide associativo per ogni elemento a ne esiste un altro b tale che a*b=b*a=z si dice che a è invertibile e che b è l'inverso (o simmetrico) di a (e, ovviamente, a è inverso di b) rispetto all'operazione.

Un monoide associativo in cui ogni elemento è invertibile è detto gruppo.

Una struttura (A;*) è commutativa se per ogni coppia di elementi a,b di A a*b=b*a.

Se sull'insieme A sono definite contemporaneamente due operazioni interne + e * (dette in generale Somma e Moltiplicazione) tali che

· entrambe strutturano A come gruppo commutativo(escludendo l'invertibilità rispetto alla moltiplicazione dell'elemento neutro additivo) 

· la moltiplicazione è distributiva rispetto alla somma, 

allora la struttura (A;+;*) è detta campo.

